Analytische Berechnung der wahren Anomalie

in einer elliptischen Umlaufbahn
Autor: Albin Hoffmann  Bltgenbach den 17.4.2006 (Belgium)

Berechnungsparameter:

I = Abstand vom Brennpunkt zum Kérper (Abstand zwischen Sonne und Erde)

I, = kleinster Abstand zum Brennpunkt
Iax = 8roBter Abstand zum Brennpunkt

VvV  =wahre Anomalie (Winkel zwischen Periapsis und Korper gemessen im Brennpunkt)
€ = Exzentrizitat

t =Tag
t, =Tagim Periapsis (Perihel)

T =Periode = Anzahl Tage zwischen zwei Durchginge im Periapsis (Anomalistisches Jahr)

Positionsvektor vom Brennpunkt zum Kérper:

I-cosv cosV
F=|r-sinv i =| sinV || =radialer Einheitsvektor — |[F =T -I
0 0
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Bewegung auf der Umlaufbahn:

—V-sinv —sinv
i =| v-cosv M =| cosV || =tangentialer Einheitsvektor — I =v-l
0 0
—V-cosV
fi=|—v-siny fg=—v-i
0
Geschwindigkeitsvektor des Korpers:
F=Ffi+r-i F=Ffi+r-v-j
Beschleunigungsvektor des Korpers:
F=F 0+t 0+ v+r-v)-jg+r-v-j F=(—rv?) T+Qrv+r-v) i

Gravitation:

Die Gravitationskraft wirkt senkrecht auf /i . Die tangentiale Komponente der Beschleunigung = 0

- |2 fv+r-v= 0| = tangentiale Beschleunigung

multipliziert durch 1 mit: r #£0 —  2-r-f-v+r>-y=0

Dies ist die Ableitung von: r’.v= Gl (1) (= Beweis fiir das zweite Keplersche Gesetz)

Bei einer elliptischen Umlaufbahn:

rmax_rmin 1+e
e=mx_mn| , Jr————— 1 (2)
Foax T Mo 1+e-cosv
l1+ef-r > .
(1)(2)_> L‘“mz-v=Co
(1+e-cosv)
1% C
——=C/|( (3 mit: C=——°2
(1+e-COSV)2 1| B) ! (1+e)2.rmin2
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Losung der Differentialgleichung:

dv
3)—> =C, -dt
Gl (1+e'cosv)2 :
) tg(zj—u (4) cosv—l_U2 dv_2-du

wenn: 5 N 0 0

2 2
lewfau oy P )
(1+e 2) 2
——+u
1-e

1+e 1+e
wenn: (U= [—— "W| (5) > du=.——.dw
l-e l-e

(l—e)' dw _ vvz-dV\g =C,-dt mit: C,=C, l1+e
1+e) (1+w)  (1+w) 1-e
(l—e) dw _WZ-dV\Z +W2'dV\2=C3-dt
I+e) (1+wW  (1+w ) ) (1+w)
l-e) dw  w.dw l1+e

- + w=C, - dt it C,=C, ——
(2.ej +w (14w ) ! mit =g
l-e dw W - dw

: + =C,-t+C
(Z-e) j1+W2 (1+w2)2 ! >

w- dw 1
wenn: |X=W| und |dy= — |dx=dw| |y=-
(1+w) 2-(1+w)
Partielle Integration: Ix-dy:x-y—jy-dx - J>W2-dW =—-W- ! +I !
(1+w) 2-(1+w?) 2. (1+w?

l1-e dw 1 1

: -V + -dw=C,-t+C
(2-ej I1+w2 2-(1+w?) I2-(1+w2) T
(ljj aw W =C t+C mit: C. =C,-2 und C,=C.-2
e) J1+wW 1+wW ¢ 7 N 7= Ls
1 w
—|-arctglw)—-——=C, -t+C
(e) g(w) 1+w ¢ 7
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(4)(5) —

.e+(C,-t+C,) e

JI-€* -e-sinv

2-(1+e-cosv)

43)-{eo

+(C6-t+C7)'ej

v=0 bei t=t,=Tagim Periapsis

mit: €20 — C,-t1,+C,=0

JI-€* -e-sinv

C,=-Ct, — =

43)-feo

2-(1+e-cosv)

+Cé-e-(t—tp)]

v=m bel t:tp+I
2

Tag im Apoapsis

T T

2

mit: €20 — Cé-e-[tp+5—tp

Cs

/4
— -
eT

J

!

2

)

Ji-€ -esinv 7«

+ —-

/1+e (
.tg
1-e

2-(1+e-cosv)

T

(“p)]‘ (6)
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Erste Ableitung:

Ji-¢€ -e cosv-V-(1+e-cosv)+e-sinv-sinv-V+7r

6) L v_[lte 2 (1+e-cosv) T
2 cos +—-(t—tp)
2-(I+e-cosv) T

Vi-¢ -e-(e+cosv)-v+2l
v [l+e (1+e-cosv) T
v l1-e J1—€ -e-si
cosz(j cos{ l-e -esimv 7« (t—tp)]

+ —-
2-(1+e-cosv) T

27
J1-€ -e. .C +==
3) > v=(l+ecosv)-C (1+e-cosv) -C, _ [1+e e’ -e-(e+cosv)-C + =

COSZ(Vj 1-e cosz(V1_ez 'e'SinV+7[-(t—tp)J

2-(1+e-cosv) T

v=0 bei t=t,=Tagim Periapsis

mit: €20  — (1+e)2-C1=‘/1iZ-(\/1—e2-e-(e+1)-Cl+2T—”)

20 1 . 2z (1+e-cosv)2
C=—. (3) Ve——""—"""735"0() rad
e (_e) AR (1-e) ‘ ( A)

Zweite Ableitung:

27 2-(1+e-cosv)-e-sinv-v
=== :
! (1-e)

87> (1+e-cosv) .
= _ . .e. d
(7)_>‘V = ( e j e-sinv (ra%z)
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